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Résumé Nous étudions la nature arithmétique de g-analogues des valeurs ((s) de la fonction zéta de
Riemann, notamment des valeurs des fonctions (4(s) = Y72, q* Zd|k ds~1, s =1,2,..., ol g est un
nombre complexe, |q| < 1 (ces fonctions sont intimement liées au monde automorphe). Le théoréme prin-
cipal de cet article montre que, si 1/qg est un nombre entier différent de +1 et si M est un nombre impair
suffisamment grand, alors la dimension de Pespace vectoriel engendré sur Q par 1, ((3),(q(5), ..., Cq(M)
est au moins ¢V M, avec ¢; = 0, 3358. Ce résultat peut étre considéré comme un g-analogue du résultat
de Rivoal et de Ball et Rivoal, qui affirme que la dimension de I’espace vectoriel engendré sur Q par
1,¢(3),¢(5),-..,¢(M) est au moins ¢z log M, avec ca2 = 0,5906. Pour les mémes valeurs de ¢, une mino-
ration similaire pour les valeurs (4(s) aux entiers s pairs nous permet de redémontrer un cas particulier
d’un résultat de Bertrand qui affirme la transcendance sur Q de 'une des deux séries d’Eisenstein E4(q)
et Eg(q) pour tout nombre complexe g tel que 0 < |g| < 1.

Abstract We study the arithmetic properties of g-analogues of values ¢(s) of the Riemann zeta function,
in particular of the values of the functions (4(s) = Y724 q* Zd|k d*~1,s=1,2,..., where ¢ is a complex
number with |g| < 1 (these functions are also connected with the automorphic world). The main theorem
of this article is that, if 1/¢ is an integer different from +1, and if M is a sufficiently large odd integer,
then the dimension of the vector space over Q which is spanned by 1,(4(3),{q(5),-..,{q(M) is at least
c1VM, where ¢; = 0.3358. This result can be regarded as a g-analogue of the result of Rivoal and of Ball
and Rivoal that the dimension of the vector space over Q which is spanned by 1,¢{(3),¢(5),...,¢(M)
is at least cglog M, with c2 = 0.5906. For the same values of ¢, a similar lower bound for the values
Cq(s) at even integers s provides a new proof of a special case of a result of Bertrand saying that one of
the two Eisenstein series F4(q) and Fg(q) is transcendental over Q for any complex number ¢ such that
0< gl <1.
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1. Introduction et énoncés des résultats

L’étude arithmétique des valeurs aux entiers > 2 de la fonction zéta de Riemann est un
sujet classique de la théorie analytique des nombres. Pour les entiers 2m pairs, on connait
la formule d’Euler

22m—1B2m om

Cl2m) = (-1 g,

(1.1)
ou le rationnel B,, est le mieéme nombre de Bernoulli, ce qui, joint au fait que 7 est
transcendant, établit que ((2m) lest aussi pour tout entier m > 1. Concernant les
valeurs ((2m + 1), m > 1, notre connaissance est beaucoup plus faible et pendant
longtemps, le seul résultat connu a été le célebre théoreme d’Apéry [1] «((3) est irra-
tionnel ». Récemment, plusieurs résultats nouveaux sur les {(2m + 1) ont été démontrés
(voir [21], [2], [23], [22], [34] et [9] pour un survol de ce sujet), notamment, le théoréme
suivant dans [2,21]. (Seule est montrée la minoration aux entiers impairs dans les deux
références citées ; celle aux entiers pairs est immédiate avec la méthode utilisée.)

Théoréme 1.1. Pour tout entier A pair suffisamment grand, on a

dimg(Q + QC(3) + QC(5) + -+ + QC(A — 1)) > 111100(;; log A
et
: 1+o0(1)

L’objet de cet article est d’étudier les propriétés arithmétiques de g-analogues des
valeurs de fonction zéta de Riemann. En particulier, nous considérons les séries (,(s), olt
s 2 1 et ¢ est un nombre complexe tels que |¢| < 1, définies par

Cqls) = Zos_l(k)qk = Z ms_l1 zn;m, (1.2)
k=1 m=

1

avec os—1(k) = 3 4% d*~1. Ces g-analogues normalisés de ((s) ont été considérés dans
[14, 31], par exemple (voir aussi le paragraphe 4.1 pour la vérification que (,4(s) est
effectivement un g¢-analogue de ((s)). Plus précisément, notre but est de montrer les
Théoremes 1.2, 1.3 et 1.4 suivants.

Théoréme 1.2. Fixons q # +1 tel que 1/q € Z. Pour tout entier A pair, on a

m+0(1)

——~ VA
2V/7% + 12

dimg(Q + Q¢4 (3) + Q(5) + - - + QA —1)) >

et
T+ o(1)

———VA.
2V/r% + 12

dimg(Q + QG(2) + QGy(4) +--- + Q¢ (A)) =
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La minoration de la dimension des valeurs de (,(s) aux entiers pairs possede une inté-
ressante traduction en terme de formes modulaires. Donnons d’abord quelques définitions
(voir [25] pour plus de détails). Posons ¢ = *™™ ou 7 € H = {7 € C : Im(7) > 0}.
Toute matrice v = (%) € SLy(Z) agit sur H par v -7 = (at + b)/(cT + d). Les séries
d’Eisenstein Ga5(7) et Ea,(q) sont définies pour tout entier s > 1 par

Gas(7) = 20(28) Bas () = ) 1

(m,n)€Z2 (mT + n)QS
(m,n)#(0,0)

et on a le développement en série de Fourier :

oo

4s

FEy(q) =1—
2((1) Bst

U2s—l(k)qk-
1

On a donc Fas(q) = 1—(4s/Bas)(4(2s). Pour tout s > 2, les séries d’Eisenstein sont mod-
ulaires sur le groupe SLs(Z), de poids 2s, c’est-a-dire que pour tout v = (2 4) € SLy(Z),
on a Gog(y-7) = (e + d)**Gas(7). La fonction G2(7) n’est pas modulaire. On a alors le
théoreme suivant.

Théoréme 1.3. Pour tout ¢ # +1 tel que 1/q € Z, au moins un des deux nombres
E,(q) et Eg(q) est transcendant sur Q.

Ce résultat n’est pas nouveau puisque Bertrand [5] a montré que « pour tout g € C tel
que 0 < |g| < 1, au moins un des nombres E4(q) et Eg(q) est transcendant sur Q », comme
conséquence d’un résultat de Schneider sur les fonctions elliptiques [24, Théoréme 18,
p. 64]. Le théoréme stéphanois [3] précise le théoreme de Bertrand : «lorsque q est
algébrique, Uinvariant modulaire J(q) = 1728 E3(q)/(E3(q) — E2(q)) est transcendant sur
Q ». Le résultat définitif dans cette direction est le théoréme de Nesterenko [18] : « pour
tout g € C tel que 0 < |q| < 1, au moins trois des nombres q, E2(q), FE4(q), Fe(q) sont
algébriquement indépendants sur Q ». Cependant, la démonstration du Théoreme 1.3 est
basée sur une fonction auxiliaire totalement explicite (notre Sl (¢) au paragraphe 3.1),
et pas sur celles, beaucoup moins explicites, que 'on peut construire avec les outils
diophantiens usuels tels le lemme de Siegel ou les déterminants d’interpolation de Laurent
(voir [3], [18] et [19] pour l'utilisation de ces outils dans le contexte modulaire).

A contrario, la minoration de la dimension des valeurs de (,(s) aux entiers impairs est
nouvelle et ne possede, a notre connaissance, aucune interprétation en terme des formes
modulaires ci-dessus. Cependant, ces valeurs (,(s), pour s impair, ont malgré tout un
lien avec le monde automorphe, via les séries d’Eisenstein non-holomorphes

S

1 Y
E(r)= L,
(T) 2 Z |mT + n|23

(m,n)€z?
(m,n)#(0,0)

ou y = Im7. Ces séries sont des formes de Maass non paraboliques et sont invariantes
sous action de SL2(Z). Sans rentrer dans les détails, indiquons seulement que dans
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[15, p. 243], Lewis et Zagier déterminent les fonctions périodes ¥ (1) des E4(7) : pour
s = 20+1, les valeurs (,(s) sont essentiellement égales & ¢Z+1/2(T) + T—2£—1w2‘+1/2(—1/7').

Du point de vue diophantien, si I'irrationalité de (4(1) est connue pour diverses valeurs
de g (voir [7] et les références données dans [29,33]), celle de (,(2¢ + 1) (pour £ > 1) ne
I'est pour aucune valeur de ¢, méme si la transcendance de ces valeurs comme fonc-
tions de ¢ est connue (voir [32]). Remarquons que pour 1/q € Z, g # £1, des mesures
d’irrationalité de (4(1) et (4(2) sont aussi données par le dernier auteur dans [30, 33]
et que Postelmans et Van Assche [20] ont récemment démontré I'indépendance linéaire
de 1, (4(1) et ¢4(2). Enfin, une minoration de dimension dans le contexte différent de la
fonction g-exponentielle se trouve dans [8].

Compte-tenu de la formule d’Euler (1.1), la minoration de la dimension de ’espace
des ( pairs est équivalente a la transcendance® de 7 : on peut donc considérer que les
Théorémes 1.2 et 1.3 sont des g-analogues respectifs du Théoreme 1.1 et de la transcen-
dance de 7. Comme on le verra au paragraphe 4.1, lorsque ’on fait tendre ¢ vers 1, notre
construction «tend » vers celle utilisée pour montrer le Théoreme 1.1. Puis, on présente
au paragraphe 4.2 des g-analogues de certaines séries hypergéométriques apparues dans
diverses démonstrations de I'irrationalité de ((3). Dans ce contexte, notre g-analogue de
¢(3), & savoir (,(3), apparait naturellement, mais, malheureusement, nous ne réussissons
a démontrer son irrationalité pour aucune valeur de gq.

En utilisant les estimations précises utilisées pour montrer le Théoréme 1.2, on peut
cependant démontrer sans effort le théoreme ci-dessous, de méme facture que le résultat
du dernier auteur [34] : « au moins un des nombres ((5), ((7), €(9), ¢(11) est irrationnel».

Théoréme 1.4. Pour tout q # =£1 tel que 1/q € Z, au moins un des nombres (,4(3),
Cq(5), Cq(7), C4(9), C4(11) est irrationnel.

Il est probable que l'on puisse améliorer ce résultat (i.e. démontrer qu’au moins
un des nombres (,(3), 4(5), ¢4(7), (4(9) est irrationnel) en utilisant une série légérement
différente de notre série Sy’ (q) ci-dessous (voir la Remarque (2) au paragraphe 3.1), &
condition que 'on puisse démontrer une certaine « conjecture des dénominateurs » pour
cette série (voir la remarque & la fin de Darticle).

2. Démonstration du Théoréme 1.3

Le Théoreme 1.3 est une conséquence du résultat suivant, dont on trouvera la démon-
stration dans [25].

Proposition 2.1 (Structure de ’espace des formes modulaires). Soit M (q) une
forme modulaire sur SLy(Z), holomorphe sur le disque {q € C : |q| < 1}, de poids n > 1.
Alors n est pair et il existe des nombres complexes ¢, tels que

M(q) = casEa(q)"Es(q)",

ott la sommation est étendue a tous les couples d’entiers positifs (a,b) tels que 4a+6b = n.

* Pour le voir, il suffit d’adapter ’argument utilisé au paragraphe 2.
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Lorsque M (q) est une série d’Eisenstein Fs,,(q), les ¢qp peuvent étre pris rationnels.
Comme pour tout entier pair j > 4, les formes modulaires (,(j) de poids j vérifient les
hypotheses de ce théoreme, on en déduit que pour tout A pair, le Q-espace vectoriel
V(A) engendré par 1,(,(4),(4(6),...,{;(A) est inclus dans le Q-espace vectoriel W (A)
engendré par les puissances E4(q)*Es(q)’, avec 0 < a < A/4 et 0 < b < A/6. Fixons
q # £1 tel que 1/q € Z ; si les nombres Ey(q) et Eg(q) étaient tous les deux algébriques
sur Q, la dimension de W(A), et donc celle de V(A), serait bornée indépendamment de
A. Or ceci est impossible puisque, pour A assez grand, cela contredit la minoration de la
dimension de V(A) fournit par le Théoréme 1.2. D’ott le Théoréme 1.3.

Remarque. D’apres le théoréme de Nesterenko [18], les nombres (,(2), (,(4) et (,(6)
sont algébriquement indépendants pour ¢ # +1 tel que 1/¢q € Z. Pour tout A > 2 pair,
on a donc en fait

dimg (Q + QGg(2) + Q¢ (4) +--- + QG(A)) = A/2+ 1.

3. Démonstrations des Théorémes 1.2 et 1.4

3.1. La méthode

La démonstration est basée sur la construction de combinaisons linéaires rationnelles en
1 et les (4(j), avec j pair ou impair, exclusivement. Pour cela, introduisons la série

k+n-+1.

ks g) $ @)rn =1/ D(A=2r)n/2

Sula) = (07> " L Z"(qA

ott les g-factoriels montants sont définis par (a;q),, = (1 —a)(1 —qa)--- (1 —¢™ ta) si
m > 1, et (a;q)o = 1, et ot Pon suppose A, n, r entiers tels que

n>0, Apairet 1 <r < A/2. (3.1)

Cette série, qui converge pour tout nombre complexe ¢ tel que |g| # 1, est une série
hypergéométrique basique (voir le paragraphe 3.3 pour plus de détails). Fixons € € {0, 1}
et A, n, r vérifiant (3.1), et ¢ un nombre complexe tel que |¢| < 1. La série S, (q) vérifie
les propriétés suivantes.

(A) I existe des fractions rationnelles PS[E;,(q) de Q(gq), avec s € {2,..., A}, telles que

A
Si(q) = Sn(a) + (-1)°q"Sa(1/q) = Ph @+ > Pl(a)¢y(s).

(B) On a
. 1 .
lim ﬁ10g|S,[l](q)|:—%T(A—%)log\l/q\ #0.

n—-+oo
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(C) Pour tout s € {0,...,A}, on a

hmsup—log|P€]( )| < &(A+4r?)log|1/q].

n——4o0o

(D) Tl existe Dy, (q) € Q(q) tel que pour s € {0, ..., A} on a D,,(q)Pi%(q) € Z[1/q] et
2
ngm —log|D (9)| = ( A+ : + >10g|1/q| (3.2)

Remarques. (1) La démonstration du point (D) montrera que I'estimation arithmétique
donnée dans ce point est optimale, i.e. que I'on ne peut pas remplacer ce D, (q) par un
D,,(q) ayant les mémes propriétés que Dy, (q), mais tel que la limite de (1/n2)log|D,(q)|
soit plus petite que le membre de droite de (3.2). Ceci s’applique probablement aussi
a Pestimation donnée au point (C) (voir la remarque & la fin du paragraphe 3.5). Par
conséquent, la minoration des dimensions donnée au Théoreme 1.2 est trés certainement
la meilleure que 1’on puisse obtenir par la méthode utilisée et notre série Sy[f](q).

(2) En revanche, il est sans doute possible d’améliorer certains des points (A) & (D)
en utilisant d’autres séries et en raffinant la méthode. Par exemple, on peut obtenir les
mémes résultats (A)—(D) en utilisant la série

00 k rn. k+n+1.

= r n ,q)rn(q ’Q)Tn —2r)n -

Sn(q) = A 2 Z 2k+ e qk((A 2r)n/2+A/2-1) (3.3)
=1 (q 7Q)n+1

en lieu et place de S,[f (¢) et en appliquant des arguments similaires. Or cette série a
semble-t-il certains avantages arithmétiques sur la série sl (¢) (voir la remarque a la fin
de Tarticle).

Le Théoréme 1.2 résulte des propriétés (A)—(D) ci-dessus et du cas particulier suivant
d’un critere d’indépendance linéaire, du & Nesterenko [16].

Proposition 3.1 (Critére d’indépendance linéaire). Soient un entier N > 2 et
¥1,...,0N des réels. Supposons qu’il existe N suites d’entiers (p;n)n>0 et des réels a et
G avec > 0 tels que

(i) pour tout j € {1,...,N}, on a hmsup 5 log Ipjn| <
+

.. . 1

@)t L oglpuai + ot praiyl o

Alors la dimension du Q-espace vectoriel engendré par ¥1,...,9y est plus grande que

«

Démonstration du Théoréme 1.2. Supposons g # £1 tel que 1/q € Z et posons

B (q0) = Du(@) Pl (@) € Z[1/q) CZ et &l(q) = Dy(q)SE (q).
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En vertu du point (A) ci-dessus, on a

A
) =@+ > B (@)¢(s).

s=2
s=e (mod 2)

Gréce aux estimations résumées par les point (B) & (D) ci-dessus, la Proposition 3.1
appliquée a la combinaison linéaire 65] (¢) permet alors d’affirmer que pour tout A > 2
pair, les deux dimensions

dimg(Q + Q¢(3) + QG (5) + -+ + Q¢ (A - 1))

et
dimg(Q + QG(2) + QGg(4) + - -+ + Q¢ (A))
sont minorées, pour tout r € {1,..., A/2}, par
42
o) = ((237:12; +A2)A4i 82" (3-4)

On choisit alors r de la forme uv/A ot v > 0 ; un calcul immédiat montre que

max lim ——d(A, uv/A) = max< du ) = ~0,335802.

u>0 A=+oo /A u>0 \ (24/72) + 2 + 8u? 2v/m2 + 12
Le Théoreme 1.2 en découle. O

Démonstration du Théoréme 1.4. On répete la démonstration du Théoreme 1.2.
En choisissant A = 12 et » = 2 dans (3.4), on obtient §(12,2) = 1,080059--- > 1. La
dimension de I’espace vectoriel engendré sur Q par 1, (4(3), (4(5), (4(7), (4(9), (4(11) est
donc au moins 2. |

Les points (A), (B), (C) et (D) sont démontrés respectivement aux Lemmes 3.4, 3.5, 3.6
et 3.7, dans les sous-paragraphes qui suivent. On fait la convention suivante : la valeur
d’une fonction F(z;q) en z = 1 sera notée indifféremment F(1;¢q) ou F(q), s’il n’y a pas
d’ambiguité possible.

3.2. Des fonctions intermédiaires

On suppose dans tout ce paragraphe que |g| < 1. Pour tout s > 1, la fonction Z,(z;q)

est définie par la série
o k

Zi(zq) =) ujTlc)sz—k’

k=1

qui converge pour tout z tel que |g| < |z| et en particulier en z = 1. On aura besoin
de considérer simultanément les fonctions Z4(z;q) et Z5(1/2;1/q) : si s > 2, alors cette
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|'=% et il est donc possible de définir

derniére série est convergente dés que |z| < |g
simultanément nos deux fonctions sur |q| < |z| < |g|'=% et en particulier toujours en
z = 1. Lorsque s = 1, la série Z1(1/2;1/q) converge sur |z| < |¢|'™% = 1, et les deux
fonctions Z1(z;q) et Z21(1/2;1/q) sont donc définies simultanément sur |¢| < |z| < 1.

Sauf mention contraire, on supposera dans toute la suite de cet article que |¢q| < |z]| < 1.
On fera tendre z vers 1 pour définir une expression en z = 1.

Avec cette condition, toutes les séries de ce paragraphe sont absolument convergentes
et en développant 1/(1 — ¢*)* en série de puissances de ¢*, on obtient pour tout s > 1

que

Zs(z;q) = ! ! ii€(€+l)~-(€+572)z*qu£ (3.5)

et

2.1/51/0) = T SOS e 1) e (= s+ )k, (3.6)

en convenant que pour s = 1 les produits vides £(£+1) - -- ({+s—2) et £({—1)--- ({—s+2)
sont interprétés comme 1. Les fonctions Z;(z; ¢) sont donc des combinaisons linéaires en
les fonctions £;(z; q), définies par les séries (avec j > 1) :

(oo} [ee] oo
Li(zq) = Z Zﬁj_lz_quz = Z oj-1(z; k)g" avec oj_1(z k) = Zdj_lz_k/d.
k=1¢=1 k=1 dlk

(3.7)
Plus précisément, si 'on utilise les nombres de Stirling de premiere espeéce (sans signe)
¢(N, j), définis par (voir [26, §1.3])

N
LE+1)--(L+N=1)=> c(N,j)l, (3.8)
Zs(z;q) = 1 c(s—1,7—1)Li(%q). (3.9)

(s—1)! =

Evidemment, le coefficient de L;(z;q) est un nombre rationnel ne dépendant que de s et
j- De plus, en comparant les définitions (1.2) et (3.7), on remarque que £;(1;¢q) = {,(j).

Lemme 3.2.

(i) Pour tout entier s > 2, on a

Z4(q) — Z:,(1/q) =
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(ii) Pour tout entier s > 2, on a

S

Z,(9) + Z:(1/q) = P2 els = Lj = 16 ). (3.11)

(ii) On a 21(2;q) = L1(z;9) et 21(1/z;1/q) = —L1(1/259) — 2/(1 — 2).

Preuve. (i), (ii) Supposons s > 2. Comme les séries Z;(z;q) et Z5(1/z;1/q) sont con-
vergentes en z = 1, on a, en vertu de (3.5) et (3.6),

Z,(q) + (~1)°Z.(1/q) = ,ZZ Yoot + (—1) 7 (—0)0-1)a™,

=1/¢=1

ou le symbole de Pochhammer («),, est défini par (), = a(la+1) - (o +m — 1),

m > 1, et (a)g = 1. Il est justifié de débuter la sommation sur ¢ & partir de 1 puisque
pour s > 2, on a (0),_; = 0. Si € = 0, respectivement 1, alors (£)s_1 + (—=1)**¢(—£),_1
est un polynoéme impair, respectivement pair. Cela démontre (i) et (ii), sauf qu’il reste
I'éventualité que (,(1) apparaisse aussi dans la combinaison linéaire pour ¢ = 1 :
comme (0)s_1 = 0, c’est en fait impossible. Les formes explicites (3.10) et (3.11) résultent
de (3.8).

(iii) En utilisant (3.5), on obtient
St = g
k=1 (=1
De méme, en utilisant (3.6), on obtient

Z1(1/2;1/q) = ZszqM sz ke Zz =—L1(1/z;q9) — liz'
=

k=1 4=0 k=1 /=1

3.3. Construction de combinaisons linéaires en les (4(s)

Introduisons la fraction rationnelle en T :

' rynya (@ Q)rn(anrlT; Qrn —2r)n
Rn(T; q) (q,q)A 2 (A—2r)n/a\4 (T ~ T(A 2r)n/2
7q)n+1

avec n > 0, A pair et 1 < r < A/2. Définissons également la série :

9)=> d"Rulq
k=1
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qui converge (au moins) pour tout z et tout ¢ tels que |g| < |z| < 1 (c’est ici que 'on
utilise la condition r < A/2) : en z = 1, cette série coincide avec la série S, (¢q) introduite
au paragraphe 3.1. En utilisant la notation classique

o o ;%Z];)( et (@) e e

pour la série hypergéométrique basique (voir [10]), on peut écrire Sy, (z;¢) comme

14+(An/4)+(rn/2)+(rAn? /2)—r?n? 2 (g3 q)A QT(q; Q)rn (q(r+l)n+2; @Qrn
‘ (g
y ¢ q(2r+1)n+2’ qrnJrl’ o ’qrnJrl . q((A727')n+1)/2
Ar2fan q(r+1)n+27 S ,q(r+1)"+2 & z '

Décomposons R, (T;q) en éléments simples :
Rn(T;q) :q—An(n+1)/2(q q)A 2r —(A 2r)n/4

(1 — q_TTLT) R (1 — q_lT) . (1 _ qn+1T) - (1 _ q(r+1)nT)
x (T_l)A...(T_q—n)A

- Csjn(@) v dsgn(Q)
=2 %:ZZ% (3.13)

s=1j=

T(A—Qr)n/?

avec ds jn(q) = (—1)%¢’%cs jn(q). Il 0’y a pas de partie principale car la différence des
degrés du numérateur et du dénominateur de R, (T;¢q) est —A — (A — 2r)n/2, qui est
strictement négative puisque 1 < r < A/2 ; de plus, selon la formule usuelle, on a

1 dA—s i
Cs,jn(q) = mm“ﬁ(ﬂ )T =q77))r=g-s- (3.14)

On construit alors des combinaisons linéaires en les fonctions Z,(z;¢) de la fagon suiv-
ante :

A n o) . ‘
zz:;) 9)q JZJZ 1_qk+J k=i

k=1
A
= Pon(29) + Y Pon(210)24(2:0)
s=1
avec, pour s > 1,
n o A n J - Zj_k
Pon(250) = 3_dujn(@)q ™ ot Pon(zi@) = =33 > duyn(@)d" ™ gy
Jj=0 s=1j=1k=1

Jusqu’a présent, nous n’avons pas exploité la forme particuliere du numérateur de
R, (T;q), ce que nous allons maintenant faire.
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Lemme 3.3. Soit A pair. Pour tout s € {1,..., A}, on a la relation de réciprocité :
2"q " Pon(1/2:1/q) = Pon(259).
Preuve. On vérifie immédiatement que
Ru(q"T51/q) = Rn(Tq).

Par unicité du développement en éléments simples (3.13), cette symétrie de R, (T;q) se
traduit par

dSJL—jJL(Q) = ds,j,n(l/Q)7

ce qui prouve le lemme. O

En utilisant l'identité triviale (1/¢%;1/q)g = (—1)%¢*#=8B=1/2(¢g*: ¢)5, on montre
sans difficulté que
Sn(1/z:1/q) = 20 (4> 4 /21 0),
qui est convergente sur |g| < |z| < 1 : on peut donc considérer simultanément les séries
Sn(z;q) et S,(1/2;1/q). Cela va nous permettre de construire une nouvelle combinaison
linéaire réalisant la dichotomie attendue entre les valeurs de la fonction (,4(s) aux entiers
§ pairs et impairs.

Lemme 3.4. Soit A pair et € € {0,1}. Il existe des fractions rationnelles PS[GL (¢) de Q(q),
avec s € {0,..., A}, telles que

S19(q) = Sul@) + (~1)q "Su(1/g) = Bh(@ + Y Pld(a)¢y(s).

s=2
mod 2)

S=¢€

—~

On explicitera les Ps[ell(q) au cours de la démonstration.
Preuve. On se concentre sur le cas € = 1, le cas € = 0 étant similaire. Compte-tenu de
la relation de réciprocité mise en évidence au Lemme 3.3, on a

Sn(21q) —q 2" Sn(1/2:1/q)
A
=Pon(z1q) = ¢ " 2" Pon(1/21/0) + D Pan(2:0)(Z(2;9) — Z:(1/21/q)).

s=1

Les séries Sy, (z;q) et ¢7"2"S,(1/2;1/q) sont convergentes en z = 1, ainsi que les fonc-
tions Z(z;q9) — Z5(1/2;1/q) pour s > 2. Le seul terme potentiellement divergent est
Z1(z;9) — Z1(1/2;1/q) : pour contrer cette divergence, le polynéme (en la variable z)
P ,(2; q) s’annule nécessairement en z = 1. Or en utilisant le point (iii) du Lemme 3.2,
on a

Jim Pya(z:0)(21(20) = 21(1/251/9))
— : ) ) . zPia(z39)  OPin
= lm Pro(z9)(Li(z:0) + L1(1/29) + lim —77= = ——2=(1q)
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puisque £;(1;q) est convergente. Par ailleurs, le point (i) du méme Lemme 3.2 montre

q
que pour § = 2,

S

Zs(q) — 2s(1/q) = Z as,qu(j)
j=3
J impair
ou les coeflicients a,; sont des rationnels indépendants de ¢ et dont un dénominateur
commun est (s — 1)! (ce fait nous servira au cours de la démonstration du Lemme 3.7 ;
en fait, a5 ; = 2¢(s — 1,5 —1)/(s — 1)!, ot ¢(s — 1,7 — 1) est un nombre de Stirling de
premiére espéce sans signe). Donc

A s
- 0Py, .
(@) = Pon(Liq) = 47" Pon(1:1/) = =5 (L) + D D @i Pan(Li0) ().
s=3 j=3
J impair

11 suffit donc de poser

. AP,
PEL@) = Pon(1:0) = 0 " Pon(1i1/q) = " (1:q)

et, pour s impair de {3,..., A — 1},

A
Pll(q) =" ok s Prn(1;0). (3.15)
k=s

Dans le cas e = 0, on trouve

n 0P,
PIN@) = Pon(L39) + 47" Pon(1:1/g) + 2 (L3q)

et, pour s pair de {2,..., A},

A
PEl(q) = ansPrn(l;q).
k=s

O

Lorsque l'on essaye de relier la série S,[f] (¢) & la notation classique (3.12), on obtient

S,[f] (q) = quRn(qk; Q)1+ (_1)€q(A/271)(n+2k))
k=1

14+(An/4)+(rn/2)+(rAn? /2)—r?n? (¢; Q)f_zr(Q; Q)rn(

(gt 9)8
o0

% Z(l + (_1)eq(A/2—1)((2r+1)n+2k+2))
k=0

g tnt2 ),

=4q

(g2 ) (" i g

(q(r+1)n+2; q)’?“rl

)A+1
% k (q((A—ZT)n—i-l)/Q)k. (316)
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A cause du facteur (14 (—1)¢q(A/2-D(@r+n+2k+2)y 4] 1y a pas d’écriture élégante
de cette somme en notation hypergéométrique basique car il faudrait pour cela utiliser
des racines (A — 2)iémes de I'unité. La somme est cependant une série bien équilibrée
(‘well-poised’; voir [10, §2.1]), et méme trés bien équilibrée (‘very well-poised’) si € est
impair. Remarquons que la série alternative S, (¢) donnée par (3.3) est une série trés
bien équilibrée.

3.4. Estimation asymptotique de Sr[f] (q)

Dans ce paragraphe on démontre le point (B) du paragraphe 3.1.

Lemme 3.5. Soit A > 2r. Pour € € {0,1} et g tel que |q| < 1, on a

: 1 € 1
Jim —log [S}7(g)] = —3r(A = 2r) log [1/q]
Preuve. Fixons A, 7 et ¢. Notons py(q) = ¢*R,.(¢"; q) le sommande de la série S,,(q) :
clairement, pr(q) = 0 pour k € {1,...,rn} et pr(q) # 0 pour tout k = rn + 1. Il est
immédiat que pour k > rn + 1,

A+1
pk+1(Q) _ q(A72T)n/2+1 1-— q1+k+n+rn 1— qk +
pk(q) 1— qkfrn 1— qk+n+1

Donc, puisque |g| < let k>rn+1,

At2
Pk+1(Q)‘ < |g A2/ (1 + |(I|> L
P (q) 1—|q| 3

pourvu que n > 0 (ce qui dépend de A, r et ¢ mais pas de k). A cette condition, on a
d’un coté

IS0 ()| = |prnt1(g)]

3 Pk@))‘ < prarn @337 = Blornia ()],
k=0

k=rn+1 Prn+1 (q

et d’un autre coté,

5,01 @1 Y

k=rn-+2

Pr(q) 1
S D > Hprma (@)l

Comme

—2r —(A-2r)n (q;q)rn(q(r+1)n+2;Q)Tn —2r)(rn+1)n
prat1(a) = (g3 @) g~ A2/ T A=2n) (rn+n/2
’ n+1

et

. 1 _ _(A— (q; Q)rn(q(T+l)n+2; Q)rn
lim — log|(g; q)p g~ 472/ =0,
n—-+oo 7’7,2 (QT"+1§ q)'r?—i-l
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on obtient
. 1 —2r)(rn n
ngmooflog\S (@ = lim —log|q! =2 H0m2] = —3r(A - 2r) log [1/q].

La série qui nous intéresse a proprement parler est Slf] (¢), que l'on peut écrire, selon
(3.16), sous la forme

oo

Sl = 3 A+ (gt ).

k=rn+1

Le facteur 1 + (—1)€q(A/2_1)(”+2k) n’a aucune influence asymptotique par rapport a pg(q)
quand n — 400 et est toujours non nul puisque |g| < 1. En procédant exactement comme
ci-dessus, on montre alors que le terme d’indice £ = rn + 1 domine les suivants et que

lim —10g|S[€( )| = —4r(A—2r)log|1/q|.

TLA)OO

3.5. Estimation asymptotique de PJ?JL(Q)
Dans ce paragraphe on démontre le point (C) du paragraphe 3.1.
Lemme 3.6. Pour tous e € {0,1}, s € {0,..., A} et q tel que |q| <1, on a

hmbup—log|Pf]( )| < &(A+4r?)log|1/q].
+

Preuve. Etant données les expressions des diverses fonctions P&[EL (¢) apparues au court

de la démonstration du Lemme 3.4, il suffit de montrer que I'estimation attendue est déja
valide pour les coefficients d; ;,,(¢) = (—1)*¢?*cs ; n(g), uniformément en j et s. Fixons g
tel que |q] < 1et j€{0,...,n} et soit n > 0 assez petit (on peut choisir n = (1—|q|)/2) :
par la formule de Cauchy appliquée & (3.14), on obtient

1 e
usnl@) = 5 [ RuTs)(T =gyt ar,

ot C désigne le cercle de centre ¢~/ et de rayon n|g| ™. En remplagant T par Tiq~7, cela
équivaut a
ds jn( R.(Tq7;q) s=lqr,
i ~5 / q’;q)(1-T)
ou C' désigne le cercle de centre 1 et de rayon 7). Il s’agit donc de majorer la fraction
Ry(Tq7;q)(1—T)*"
a-r (0" T3@)rn (0" T3 @) (L= 1) a2y

(Tq7;q)i 4
A—2r

_ q—(A—Q'r)(2j+1)n/4(

q;q

_ (_1)Aj+nr A(ng)—(An/4)(2j+1)—(r2n2/2)(

q 9

(YT @) (@I ) (1 = T)° 4! PA(m=2j)/2
. (¢/T;9)5(aT59)5;
11/ ’ n—j

(3.17)
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sur C’. On vérifie que pour tous nombres entiers positifs a, b, avec a > 0, et tout T € C,
on a

0 < (lgl(X+m);lqD)oo < [(¢"T;q)s| < (=14 0);14])oo
et
0 < (lgl/(XT =n);lah)oo < [(@"/T;0)s] < (=1/(1 =1);1ql)oo-

Les bornes inférieures sont effectivement > 0 parce que les valeurs |g|(1+7) et |q|/(1—n)
sont < 1. On a également

(g )] < (—lalilg))oe et [TM2DA2) < (max{1 +n,1/(1 — n)})A"/2

Finalement, pour 'exposant de ¢ dans le membre final de (3.17), on a

j+1 An ,_ . r’n? A An?  r?n?
A Sl VRNUS | S i
( 2) TS 8§ 8 2

pour tout j € {0,1,--- ,n}. On en déduit que
|d€,],n(q)| < Oo‘q|*(x4+4r2)n2/87

2
ou Cy dépend de A, n, n, ¢ et r mais ni de j ni de s, et vérifie C’é/n — 1 quand
n — 4o00. O

Remarque. Nous pensons qu’en fait

1
; il €] _1 2
ngr-j&[-loo TL2 IOg |Ps,n(q)| - 8(A + 4T )log |1/Q|,
ce qui est supporté par des calculs numériques effectués sur ordinateur, ainsi que par des
arguments heuristiques. Si cela est vrai, on pourra alors étendre les Théoremes 1.2 et 1.3
aux valeurs algébriques de ¢ en utilisant un critere d’indépendance linéaire sur les corps
de nombres (voir [4,12,27]).

3.6. Estimation arithmétique de Ps!fll(q)

Dans ce paragraphe on démontre le point (D) du paragraphe 3.1. Laissons tempo-
rairement ¢ étre tel que |g| # 1. Rappelons que l'on définit les coefficients g-binomiaux
par

n] __ (@9

k . (@ Dr(G QDn—rk

et qu’ils appartiennent & Z[q]. Pour tout n > 0, le polynéme unitaire d,,(g) de plus petit
degré en q et tel que

1 1 1

dn(q) € Zql,
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est donné par d,(q) = [[,_; Pe(q), ot Ps(q) = Hizl’(kl)zl(q—ezi”k/e) est le fiéme
polynome cyclotomique. Il satisfait l’estimation suivante pour tout g tel que |g| > 1
(voir [8, §2] et [28, Lemma 2]) :

3
lim log\d (@) = ﬁlog|q|. (3.18)

n—-+oo ’rL2

Nous sommes maintenant en position d’expliciter les fractions rationnelles D, (¢q) qui
apparaissent au point (D) du paragraphe 3.1 et d’établir leur comportement asymptotique
lorsque n tend vers +o00. Soit

Dn(q) = (A — 1)lg{A—2nn/4=[A(n+1)*/8]=(r*n®/2)+(rn/2)~(A=1)ng (1 /)4 (3.19)
On a alors le lemme suivant.
Lemme 3.7. Soit A pair.
(i) Pour tous € € {0,1}, s € {0,... A} et q tel que |g| # 1, on a
Dy (q) P13, (a) € Z[1/q].

(ii) Lorsque |q| < 1, on a alors

A r2
hm 10g|D()—< A4 —+ >log|1/q|

n—+ 8

Preuve. Nous allons d’abord démontrer que pour tous s € {0,..., A}, 7 € {0,...,n} et
q tel que |g| # 1, on a
q(A—QT)n/4— [A(n+1)2/8]_(T2n2/2)+(rn/2)_ndn(1/q)A_SCs,j,n(q) c Z“/qL

le coefficient ¢; ;»(g) étant donné par (3.14). Décomposons tout d’abord R, (T’;q) de la
fagon suivante :

(T=1)---(T

—n(n+1)/2/ . (T j
x(q Sy (q,q)n(T_ ) ( n)
T —nney2 (T3 )n(T — g79)
E(q (T —1> (T - ">>

% ﬁ (qn(n+1)/2 (¢ T; q)n (T — q:j) >
1 (1) (T—q)
On vérifie en décomposant en éléments simples que ’on a les quatre identités suivantes :
(T —q77)
T T
= (=1)"(1/q;1/q)n + i(—l)””q‘“””” [T.L

=0
1#£]

. o B (T _ (A-2r)/2
Ro(T;q)(T —q /)" =g 2”"“(q "2 (g q),, ( )q )
(A—

F(T) — q—n(n-i—l)/Q(q;q)

(3.20)
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q " Y/2(q;9), (T — q79)

G(T) =
(1) T-1)--(T—q")
- Z(*l)nﬂqlnﬂ(’*l)/? 7; qT - q_i ’ o)
2;9 1/q q
,ZnT. q) (T _ qu)
H,(T) = g~ "(n+1)/2 (q q)n
= n ffn —n z *(nfi)2/2—(n+7,‘)/2 n In +1q q’i *qu
a ) Z L] n T —q—i
7’763 1/q 1/q
(3.22)
et
[(T) = g ")/ (" T; q) (T — ¢77)
— n n? 1 —z(1+1 /2 |1 f(n—i— 1) g — q‘j
(=1)"q (1 - Z H ; o
Z#] l/q 1/q
(3.23)
Notons
L
CopldTH

11 résulte des formules (3.20), (3.21), (3.22), (3.23), que pour tout entier p > 0, tout
j€{0,...,n} et tout £ € {1,...,r}, les quantités
d,(1/q)* 0" F(q77),  dn(1/9)*0*G(q77), du(1/q)"0"He(q™), dn(1/q)"0"Ie(q7),

sont des polynomes en 1/g, multipliés par une certaine puissance de ¢ et dont les coeffi-
cients sont des nombres entiers. Or la formule de Leibniz nous donne

Cs,j,n(Q) — q*(A*?T)n/4 Z(amp) . (6#(A—27‘)/2F)(al"(A—27‘)/2+l G) .
173
.. (6#A—2rG)(aﬂA—2r+1H1) R (6#A—THT)(6#A—T+1 Il) .. (8“AIT)

(ot la sommation est sur tous les multiplets g = (u1, ..., 1na) tels que p1+- - +ps = A—s,
et ot I'on a omis I’évaluation en T = ¢~/ pour simplifier). On en déduit que

A M G 7) Rl (7)

est un polynome en 1/q, & coefficients entiers et multiplié par une certaine puissance de q.
Il nous faut maintenant expliciter cette puissance de ¢, c’est-a-dire déterminer un
exposant e(n) le plus grand possible tel que

g g A2 (1/q)A % ey 0 (q) € Z[1/q).
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Pour cela, revenons & la définition originelle (3.14) de ¢s j,,(g). Posons pour simplifier
R(T) = R,(T;q)(T — ¢~7)*. En utilisant la formule de Faa di Bruno (voir [13]), on a
d’un coté

O"R(T) = 9" exp(log(R(T)))

k| B
=Y k! (aaTk exp) (log(R(T))) [ (0" log(R(T))"™

1 H 1 ai—l k;
=2 mR(T) H (i;aTHT(T)) : (3.24)

ol la somme porte sur tous les multiplets k = (k1, kq, .. ., k,) tels que k1 +2ko+- - -+pk, =
i, ot |k| désigne la somme ki + ko + - - -+ ky,, et ot 7(T") est la dérivée logarithmique de
R(T),

o) (r+1)n i
sr B(T) _ (A- ¢
(UELACRES o ) e Y
Z#J -
_(A=2r)n1 q - 1/T
2 T+A,Zl—qiT A,Z 1—q /T
i=0 i=j+1
(r+1>

D’un autre coté, on a
R(T)|p—qes = (—1)Tng~ (A=20n/4=AC ) +(AGn/2) = (rn/2) +(rn?/2)

o W@ 1/@n ™ (¢ 51/q) (g™ 1/ g)n
(1/g:1/9) 3 (Vg 1/ )7

(3.26)

Comme on sait déja que
g4, (1/g) 204 R(T) |r=g-5 = ¢ 727" dn(1/9)* s jin(a)

est un polynéme en 1/¢, multiplié par une puissance de ¢, et comme

<g)+j2\§(n+1)

la combinaison de (3.24), (3.25) et (3.26) montre que

(A—2r)n/4—[A(n+1)%/8]—(r*n?/2)+(rn/2)—(A—s nd (1/q)

q Cs,j,n(Q)

est un polynéme en 1/q & coefficients entiers. (Lorsque 'on utilise (3.25), des expressions
comme 1/(1—¢~™)M ot m est un nombre entier positif, sont interprétées comme séries
formelles en 1/q.)
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On peut maintenant passer & la démonstration du point (i ) proprement dit. De nou-
veau, on se concentre sur le cas e = 1. Rappelons que pour s > 2 pair, on a Ps ,(q) =0
et que pour s impair de {3,..., A — 1}, on a (voir (3.15))

Pll(q Zakstn 1;q),

avec

Pkn dejn qu(k 1Ck,jn Q)

7=0
Il résulte donc de I’étude précédente sur cs ;. (q) (et du dénominateur commun (A — 1)!
aux s ) que pour s > 3 :

(A _ 1)!q(A727')n/47 [A(n+1)2/8]7(r2n2/2)+(rn/2)7(Afs)ndn(1/q)AfsP5[17]l(q) c Z[l/q]

Par ailleurs,

—n oP
P @) = Pon(1i0) = 0 " Pon(Li1/0) = 2 (1:0)

avec :
A n J k—j
POn]-q Zzzddn k)s’
s=1j=1k=1 B
qui équivaut a
A n—1n—j gDk
q POTLll/q ZZZ Cs,]n( )m
s=1 j=0 k=1
(en utilisant la relation d jn(1/q) = ds.n—jn(q)), €t
aPl n = .
5, (Ld) == Jcrin().

Jj=0
On déduit de ces trois expressions que

—4r)n — n 2 - 7'2n2 T — — n
gUA=2n /A= T A1 81 (02 2+ (/D= (A=Vng, (1)) A P () € Z[1/q).

Le point (ii) est évident compte-tenu de (3.18). O

4. g-Analogie avec la fonction zéta de Riemann

Nous terminons cet article en discutant plus en détail deux aspects du travail présenté
précédemment. Dans la premiere partie de ce paragraphe, nous Justlﬁons que nos (4(s)
sont des g-analogues normalisés des nombres ((s), et que nos séries S ( ) sont des g-
analogues des séries utilisées récemment dans les travaux sur la dimension des espaces
vectoriels engendrés sur Q par les valeurs de la fonction zéta aux entiers impairs. Dans
la deuxieéme partie, nous présentons des g-analogues des séries, maintenant classiques, de
Ball et Beukers—Gutnik—Nesterenko, utilisées dans des démonstrations de l'irrationalité
de ((3) : ces g-analogues sont fortement liés & notre série St (¢) pour A=4etr=1.
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4.1. «Convergence » vers le cas «classique »

Dans ce paragraphe, on discute du rapport entre nos ¢-fonctions et g¢-séries et les
fonctions et séries « classiques ».

Remarquons tout d’abord que les valeurs (,(s) sont des g-analogues des valeurs de la
fonction zéta de Riemann en nombres entiers s : en utilisant les nombres de Stirling de
seconde espece S(N, j), définis par

ZS Wl —1)--- (£ —j+1),

on a
szs 1 _kd ZZ‘H' )= Lgk(@+1)
k=1d=1 k=1d=0
oo oo s—1 .

= d+
:Z Z FIS(s = 1,5)j < .])q’“(d“)
=1d=0 j= J
—1 e’}
S IR ety
j=1 k:l
La série
o0
1 =
J+ kz::l ]_—q J+1

étant clairement un g-analogue de ((j + 1), la série (4(s) est une combinaison linéaire de
g-analogues des valeurs de la fonction zéta. On voit alors sur ’expression précédente que

lim (1= 9)°¢,(s) = (s = () (4.1)

et (;(s) peut donc aussi étre considérée comme un g-analogue normalisé de ((s) (voir [14,
Theorem 2] et [31] pour d’autres démonstrations de (4.1)).
De méme, en utilisant (3.10), (3.11) et (4.1), on obtient

lim (1 = ¢)*(24(q) + (=1)"2:(1/0)) = 2¢(s),
si € = s mod 2, respectivement

lim (1 - q)*"1(Zs(q) + (=1)°2s(1/q)) = (s — 2)¢(s — 1),

q—1

si € Z s mod 2. Par conséquent, notre combinaison linéaire Z,(q) + (—=1)°Z4(1/q) (si
importante dans la démonstration du Lemme 3.4) est elle aussi un g-analogue normalisé
de ((s), respectivement ((s — 1). En particulier, la combinaison

>k k
Hza0) - 2201/0) = 6,(3) = § 3 D (4.2
k=1

réapparaitra au paragraphe suivant.
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Comparons maintenant nos séries S,[f] (q) avec les séries utilisées pour la démonstration
du Théoreme 1.1. Si ’on multiplie st (q) par (1 — )~ ! et fait tendre ¢ vers 1, on obtient

la série
o k—rn)m(k+n+1)m,
(A—®~MA2§:%+%M( )(A ) (4.3)
k=1 (k)nJrl

ou on a encore utilisé les symboles de Pochhammer (voir la démonstration du Lemme 3.2).
Aux termes k+n/2 et (A—2) pres, il s’agit de la série utilisée dans [2,21] pour démontrer
le Théoreme 1.1. Au terme A — 2 pres, la série (4.3) est aussi un cas spécial d’une série
introduite dans [22, p. 51] (et ensuite généralisée dans [34, §8]).

De fagon similaire, si 'on multiplie Sl (q) par (1 — q)? et fait tendre ¢ vers 1, on

obtient la série
oo

9. plA-2r Z (k— rn)rn(li"‘ n+1)m :

qui est ici exactement celle introduite dans [2,21].

Confronté a cette analogie frappante entre le «cas g général» et le «cas ¢ = 1»,
on aurait pu espérer analogie entre les minorations des dimensions des espaces vectoriels
engendrés par les « g-zétas », respectivement les « zétas », ce qui n’est pas le cas (comparer
les Théoremes 1.1 et 1.2) : les méthodes appliquées ne permettent pas de démontrer des
minorations analogues.

4.2. Autour de (4(3)

On connait actuellement de nombreuses démonstrations de l'irrationalité de ¢(3) (voir
larticle de synthese [9]), dont plusieurs utilisent des séries hypergéométriques. Deux
séries classiques sont la série de Ball (qui est le cas A = 4, r = 1 de la série (4.3); voir
I'introduction de [21]),

nP}Z@k+nﬂk_mé£+"+1%, (4.4)
k=1 n+l1

et la série de Beukers—Gutnik—Nesterenko (voir [6,11,17]),
> d(w—nﬁ>
- — ===, (4.5)
2 3,

qui sont en fait égales pour tout nombre entier positif n. Dans les preuves d’irrationalité
de ¢(3), on montre que ces séries sont une combinaison linéaire de 1 et ((3), & coeffi-
cients rationnelles satisfaisant certaines propriétés asymptotiques et arithmétiques. Dans
ce paragraphe nous présentons des g-analogues de ces deux séries, et nous démontrons
également que ces g-analogues sont une combinaison linéaire de 1 et de (,4(3).
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Nous commengons avec la version non terminée de la transformation de Watson due a
Bailey (voir [10, (2.10.10); Appendix (I11.36)]) :

a,+/aq, —/aq,b,c,d, e, f _ a’q?
Va,—/a,aq/b,aq/c,ag/d,aq/e,aq/ [T bdf}
_ (agq,aq/de,aq/df ,aq/ef;q) oo aq/bc,d,e, f
~ (aq/d,aq/e,aq/f,aq/def; q)oo4¢3 [aq/b7 ag/c,def/a’ ¢ q]
(ag, aq/be, d, e, f,a’q? /bdef, a*q® [cdef; q) o
(aq/b,aq/c,aq/d,aq/e,aq/ f,a?q?/bedef, def /aq; q) oo

aq/de,aq/df ,aq/ef,a®q? [bedef
X a0 {a2q2/bdef, a’q?/cdef,aq?/def Ak q]. (4.6)

87

Dans cette identité, on a utilisé la notation

(a1,a2,...,a1;q)00 = (a1;9) 0 (@25 @)oo - * - (Ak; @) s0-

On spécialise alors a = §2¢3" 2 et b=c=d = e = f = 6¢""" dans (4.6), et on fait
tendre § vers 1. On obtient ainsi

(@5 q)m — (1= ) (" @) (T ) 0D
2
44 ) (@25 @) ns1 (0" @)1
i 1 (82337 gt gt g 8T 5™ 5™ 4) o
§—=1\ ¢ (g5 @)n (0g2F2, 00272, 0922, 022,027 +2,0q,q/0; q) o

> k

1 ("™ )n (66" ™ @) — (" ) (d" /65 q)n
51 <Z (6% 9)2,1 (4 -2 qk))’

cq)2
k=1 k=1 (qk7 q)7z+1

soit, en utilisant le Théoreme de I'Hopital,

(0" @)nga — (1= ™))" Qg T q)nqk(n+1)
2
4t (g5 ) (6225 @)nr 2 (@* @)nr

_ (@5 9)n id<(5q’“”;q)i(5qk)>
0" Ha; 0)3 (@2 q)nsr = O\ (5685 0) 4

6=1

Ceci équivaut évidemment a

(¢:)2 i (1= @) (¢" " (g T Dn kint) _ gt i d<(q’“”; Q) qk)
it (@% @)1 logg — dk\(¢*a)h /)
(4.7)
dont le membre de gauche est un g-analogue parfait de la série (4.4) de Ball et le membre
de droite est un g-analogue parfait de la série (4.5) de Beukers—Gutnik—Nesterenko. Plus
précisément, si 'on multiplie les deux membres de (4.7) par (1—q)? et que l'on fait tendre

q vers 1, on retrouve 1’égalité (4.4) = (4.5). Il est également notable que, & un facteur
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q~™/? pres, le membre de gauche est exactement la série SHl (q) = Sn(q) — ¢ ™Sn(1/q)
étudiée au paragraphe 3, avec A =4 et r = 1.

Poursuivons 'analogie un peu plus loin en utilisant l’identité intégrale de Agarwal
(voir [10, (4.6.5)]),

br ", ¢ %, ="t 2 b g%, g g0 g I
qa/Q, _qa/27 q1+a—b’ q1+a—c’ ql-‘,—a—d7 q1+a—e, q1+a—f )4

=sinm(b+c+d—a)

1+a l+a—b—c ,14+a—b—d , 1+a—c—d 1+a—e—f.)
) ’q 7q ) o0

(¢, ¢",q% ¢% q q
(q’ qb+c+d7a’ q1+afbfcfd’ q1+a7b, qlJrafc7 q1+a7d’ q1+afe’ q1+a7f; q)

o0

i ico (q1+s7 q1+b—e+s7 q1+a—f+s7 qb+c+d—a+s; q)oo
2mi oo (@00, qF g0 gt e TS )
wq® ds
% q

sintssinm(b+c+d—a+s)’

ou la courbe d’intégration est déformée autour de l'origine de sorte que celle-ci soit a
droite de la courbe. Cette identité est valable a condition que

Re(slogq — log(sinmssinm(b+c+d—a+s))) <0,

et en la spécialisant en a =3n+2etb=c=d=e = f =n+ 1, on peut donner une
représentation intégrale des séries (4.7). Il s’agit en fait d’un cas limite puisqu’apparait
le quotient (sin7w(b+c+d—a))/(¢*to b4 q) o :

sinm(b+c+d—a) . sinm(3n + 3 —a)

lim = lim
a—3n+2 1+a—b—c—d. a—3n+2 a—3n—2.
b1 (q 7Q)oo (q ; Q)oo

. sin(7(1 — x)) ™
= l1m = — .
2—=0 (1= ¢%)(¢**";¢) o (4:9)sc log q

On obtient ainsi :

3 2 24+3n/2 2+3n/2 1 1 1 1 1
obr @R, I g2 gl gl gnAl s gndl gt ,qqn+1}
14+3n/2 1+3n/2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21
gt/ I 2 gAnd2 g2l g Ind2 | g2nd2  gant
1. 4
(qn+vQ)n,+1 1 1

" (;9)3 (4" %2 q)p1 log g 27

i 1 1 2+2 2+2 . 2
y ico (q +qu +s’q + n+qu + n+S,Q)oo ™ qs ds
(ql-‘rn-&-s) ql—i-n—i-s7 q1+n+s’ q1+n+s; q>oo sin s .

—ioco
Par conséquent les séries (4.7) s’expriment comme

@t L (@ P P g (o Y
s S.
10g q 27 —ico (q1+n—i-s7 q1+n+s’ q1+n+s’ q1+n+s; q)oo sin s 4q

(4.8)

Remarquons que ’égalité de (4.8) avec le membre de droite de (4.7) peut étre vue directe-
ment en poussant la courbe d’intégration a droite et en appliquant le théoreme des
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résidus. On obtient ainsi un g-analogue parfait d’une autre identité classique (voir [17]) :

oy () _1/i°° L(+sPT2+2mts)?( « ¥
= dk\ (k)ng - 2im ) I'(l+n+s)4 sinms )

100

Montrons maintenant que ces deux séries basiques peuvent s’écrire comme combinaison
linéaire de 1 et de (,(3). Notons S, (q) la série & droite de (4.7), et

(g "T;q)2
(T§ Q)gwl

(sans risque de confusion avec les notations utilisées au paragraphe 3) de sorte que
> d
=D gl 19))-
k=1

Décomposons R,,(T;¢q) en éléments simples :

. - a;jn(q) bin(q)
BalT30) = Z((l —gTRE 1 —qu>’

j=0

R.(T;q) =

d’on
= Zaj,n(Q) Z@ g2 +ij,n(Q)q Z@ T g7 )
j=0 k=1 j=0 k=1
On a donc
0= (@) S o () + (bt ) 3 i (74)
- Jin Ak \ (1 —gF)2 Jn Jr\ 1 _ &
= pt dk \ (1 — ¢¥)? = Pt dk\1—g¢q
n J k n J k
s d q . d q
- Zajm(Q)q ! Z 1% <(1qk)2) - Z bin(@)g™’ Z 1% (1qk>
g=1 k=1 j=1 k=1
Remarquons que
> bin(@)a ZRes (T59))7—q— = Res(Rn(T'; ) 7=o0 = 0

et que 'on a

M8

d k = 7" (
dk<(1_q oE > (log q) kZ:l (1 = (log g)¢y(3).

Finalement, en posant

=
Il

1

n
= Z aj,n(Q)q I
)
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et
n_J k=i (1 4 gk n o J k—j
Bale) = 32 3@+ D05 b5 e
on a donc
Snlq) = (log q)(An(9)¢e(3) — Bu(q)),

c’est-a-dire

1o d(@an N B

log q /; dk < ()24, " ) = An(0)G(3) = Bnla). 9

Avec la technique exposée au paragraphe 3.6, on montre qu'il existe D, (q) € Q(q) tel
que Dy, (q)A,(q) et D,,(q)B,(q) soient dans Z[1/q] et

. 1 _ 9
lim = log|Dn(q)| = —.

n——+oo N2 2

Malheureusement,

1
lim — log|Sn(q)| =0

n—-+o0o ’n,2
et on ne peut donc montrer lirrationalité de (,(3) pour aucun ¢ # %1 tel que 1/q € Z.

Remarque. Pour finir, notons que, compte-tenu de (4.7), on aurait évidemment pu
utiliser le Lemme 3.4 avec ¢ = 1, A = 4 et = 1 pour obtenir (4.9) plus rapide-
ment, mais au prix d’un D, (q) moins bon : cela suggere une probable «conjecture des
dénominateurs », comparable a celles énoncées dans le cas classique dans [22] et [34]. Plus
précisément et comme noté dans la Remarque (2) au paragraphe 3.1, on peut démontrer
les propriétés (A)—(D) du paragraphe 3.1 pour la série alternative S,,(¢), en lieu et place
de Slf } (¢). Il semble alors que ’on peut dans ce cas remplacer le « dénominateur » D,,(q)
par un ﬁn(q), défini comme D,,(q) par (3.19), sauf que la puissance de d,(q) est A — 1
a la place de A. Comme pour A = 4 et r = 1, la série S'n(q) est aussi identique avec le
membre gauche de (4.7), cette « conjecture des dénominateurs » est vérifiée dans ce cas.
Si elle I’est aussi pour A = 10 et » = 2, on pourra démontrer qu’au moins un des nombres
Ce(3), (4(5), Cu(T), ¢4(9) est irrationnel, et donc améliorer le résultat du Théoreme 1.4.
Bien que pour A = 4 et r = 1 la série S (¢) coincide avec S, (¢) (& un facteur négligeable
prés), une telle amélioration des dénominateurs n’a probablement pas lieu, en général,
pour la série Sl (q).
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